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В настоящее время в научно-исследовательской и учебно-мето­
дической литературе не нашел еще достаточного освещения оператор­
ный метод анализа, идентификации и синтеза технических систем раз­
личной природы (электротехнических, механических, акустических, 
гидравлических, термодинамических и др.) с использованием оператора 
Хевисайда. Это, по-видимому, обусловлено радом обстоятельств, среди 
которых можно отметить следующие: рад теорем и приемов расчета не­
достаточно разработаны, известные публикации по данной тематике 
распылены по научным журналам и малодоступным источникам, ос­
новное внимание в силу разных причин уделялось исчислению на базе 
преобразований Лапласа и некоторые другие. Однако в настоящее время 
оператор Хевисайда находит все более широкое применение [1, 2]. Это­
му способствует и прямая логическая процедура получения решения 
дифференциальных уравнений без перехода в частотную область ком­
плексного переменного 5 = а + усо, и исключение необходимости анали­
за вопросов сходимости несобственных интегралов Лапласа для произ­
вольных воздействий, и, наконец, прямое отсутствие или чрезмерная 
трудность получения и обоснования существования изображений в слу­
чае нелинейных зависимостей.
Настоящая работа, ориентированная главным образом на учебно­
методические аспекты использования оператора Хевисайда, посвящена 
дальнейшему развитию этих идей.
Рассмотрим общий случай дифференциальных уравнений с пере­
менными коэффициентами вида (параметрическая система)
УДК 621.372.061
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где u(f) — реакция цепи (системы); /(/) -  функция возбуждения.
Очень часто так называемая «современная» теория систем заменяет­
ся (1) системой уравнений первого порядка Коши, что не меняет сути 
дальнейшего изложенния. Оставляя в стороне вопросы эквивалентно­
сти, преимушества и теневых сторон, а также методики такого перехода,
dt
введем формально оператор дифференцирования р = и ему ин-
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версный — интегрирования р ^(•)= ^(•)dt с требованием обратимости
- 0 0
по отношению к р, т. е. р~^р{*)= РР~^{*)= !(•)• На первом этапе сделаем 
некоторые допущения, например, будем рассматривать временные про­
цессы, начинающиеся при t > 0  и нулевых начальных условиях. При 
этом для (1) получим:
'^ai{t)p‘u{t)= D{t,p)u{t)= '^bj{t)pJi{t)= N{t,p)i{t);
/=о y=o
/»)= Ё  (•); ^  p )= 'Z  (•) •/■=0 y=o
(2)
В дальнейшем предполагаем выполнение следующих аксиом комму­
тативности и дистрибутивности относительно процедур сложения и ум­
ножения операций:
kip'" + p"\i{t) = kp'"u{t) + kp"u[t) ; 
p'”p"u{t) = p"p'"u{t) = p'"^"u[t) ;
p'"(p" + рч)і{і) = p'"*"u[t) + p'"^‘u[t) ,
где к, m, n, q — постоянные величины.
Из (2) несложно получить следующее соотношение (символическая 
запись):
(3)
в (3) H{t,p) является оператором Хевисайда, связывающим между 
собой переменные u{t) , i{t). Форма представления (3) легко распро­
страняется на матричный случай (когда воздействие и реакция являются 
векторными величинами), случай функционалов, систем Коши и других 
описаний технических структур, причем с учетом принятых аксиом для 
важного частного случая нулевого приближения, т. е. медленного изме­
нения коэффициентов по сравнению с быстротой протекания пере­
ходных процессов последовательность воздействия операторов N(t, р) 
и D{t, р) — несущественна
H{t,p)«H^{t,p) = N{t,p) (За)
D{t,p)
В общем случае операторы нестационарных систем не коммутируют.
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Рассмотрим несколько теорем и свойств позволяющих не­
посредственно определять реакцию u{t) без обращения к преобразова­
ниям Лапласа [3].
M(t)
Теорема 1. Для воздействия вида е 5i(/), где M{t) — некоторый 
полином или функция от ? с постоянными коэффициентами; б > О, 6 ,(?) 
— функция Хевисайда (единичная ступенчатая функция) — справедливо 
соотнощение
M(t)
6,(0 = Л5о(0M{t) ’ (4)
где 5о(0 ~ импульс Дирака (единичная импульсная функция);
Щ1)
А = е
t=o
Для доказательства рассмотрим операции, следующие из (4)
M(t)
P ^ - Z ^
M{t)
e 5,(0 = p 6,(0
M(t)
~e-l 6,(0 =
M(t) M(t)
P' 6,(0 = Д6о(0,pE I pE i
ЧТО И требовалось доказать.
Следствие 1.1. При s = l и M{t) = a (постоянный коэффициент) по­
лучим
а
’^ 5, (0 = е '“'б, (0 = ; л  = 1;
р  + а
при M{t) = -а  е“'5, (0 = — ; случай а = О отвечает определению
р - а
сингулярных функций 5,(0 = ^o(t)/p ■
Следствие 2.1. Из (4) для е = 2 и M(t) = ±а придем к соотноще- 
ниям
^^5,(0 = е "2 '5 ,(0  = 4 ^ ^ :  ^  = 1'
р  ± а
Заметим, что преобразование Лапласа для а< 0  вообще не су­
ществует, а вопрос устойчивости с учетом свойств данного звена
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системы должен решаться при рассмотрении устойчивости системы в 
целом.
Следствие 3.1. Из следствия 1.1 несложно получить ряд известных 
результатов операционного исчисления. Действительно,
т. е.
т. е.
е-“'5,(0 + е“'5,(0 =
1 1
р+а р~а р -  а
chaf -5|(0 = а при а = /у ;
Р 0Ł
coSY»‘Si(0= ;
Р +т
1 1
р - а  P + OL
а
5oW = - 2 ^ S o(0 ,р - а
а при а = уу
shat • 5i(t) = -----2 ^о(0 ,
р -  а
siny^-5i(0 = ..2  ^ 2
Р
На основании очевидного соотношения (последовательное интегри-
5 (t)рование импульса Дирака) --- --у = — 6i(r) легко найти ряд других важ-
т\
ных соотношений для элементарных функций:
(t) •
ІР + «)' (р + Р)^  +
6о(0 =  ^ sin а / • 5,(у);
-— — Y So (О = е cos at dl (t)
{p + Р)" +
и T. П., T. e . легко могут быть составлены таблицы необходимых соот­
ношений по примеру операционного исчисления [3].
М ( 1 )
Следствие 4.1. При е = 1 и M(t) общего вида е ’’ 8 i(t) =
. So (О , откуда видно, что
р + M{t)
M(t) M( t ) \
+ е blit) = А Ip
р^ -  M \ t ) So(0; ch p >
S _ ^So(0
p ^ -M H t)
Случай M { t )  =  a  приводит к данным следствия 3.1 и т. д.
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M{t)
Теорема 2. Для воздействия вида е /(05i(0 справедливо соотношение
 ^ Ш і
Hę,{Up)\e Р' i{t)b,{t)
M{t)
= e P‘ Ho(t, p + (0pZ 1
ИЛИ
M(t)
e Ho(t,p)
Mit)
e /(0Si(0 = Я о (г ,р + ^ Ж 0 5 ,(0 -  
p
(5)
Для доказательства утверждений теоремы 2 рассмотрим правую часть 
уравнения (2) при данном воздействии и выполнении операций диффе­
ренцирования
' Л£(0 т
Я (/,Р ). с /(05,(0 . = Y^byt)pJ<
7=0
е Р‘ /(05,(0
M{t) Mjt)
е £  bj{t){p + ^ y m b , { t )  = e N{t,p + M ^  )/(05,(0- 
7=0 Р Р
(6)
С учетом (3) и (За) получим H^it.p)
D(t,p)
N(t,p) e i(f)6,(0 1
MU)
e г(/)5,(г) 
MU)
M(t)^
D{t, P)
e o N(t,p + - ^ ) m b , { t ) .
Изменим последовательность воздействия операторов N(t,p) и 
D(t, р ) , тогда
H yt,p )
MU)
е Р' /(05,(0 = N(t,p)-
MU)
e /(0 5,(0
D
Mjt)
= e Яо(/,р + ^ ) / ( 0 5 , ( 0 .
P
Из данной теоремы «смещения» в /7-области можно получить ряд ин­
тересных частных случаев.
Следствие 1.2. Н^{і,р) = к^  — постоянная величина. Из (5) вытекает 
тождество.
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при
Mit)
Яо(г, ;») = - ;  в i  
Р Р
М ( ! )
е /(05,(0 1М(0 {/(05,(0 },
что, в частности, при подстановке е = 1 и M(t) = а приведет 
к е"“' —|e"'/(f)5,(f)}=—}—{/(05,(О} и далее, полагая замену
р р + а
5о(0/(/)5,(0 -> 5о(0 , получим е 5,(0 = р + а
результат следствия 1.1.
Следствие 2.2. Для независящего от времени оператора Хевисайда 
второго порядка Яо(/, р) =  ------777— M{t) = а,р ; е = 1 — из (6) выте-
(Р + а)(р + Р)
кает, что
u(t) = е- a t
f  iеР'/(/)6,(0
/•(/)5,(/)
(р + о.)(Р + Р)
р  ) .
е “ '/(/)5, ( / ) У
с
1 Р
последовательность операции интегрирования может быть изменена. 
Далее можно рассмотреть любое число сомножителей, большее 2.
Пусть
_g-ao'J_[g«oO(^)]M(t) = 0; а  = р = ао
(Р + CXq)^
Получили соотношение для кратного корня а^.
Следствие 3.2. При разложении Яд(/, р)на элементарные дроби с 
времязависимыми вычетами
щ и ,  Р) = +  ■ >D(t,p) ^ ^ Й (р  + а,(/)У ’
где первая сумма отсутствует при т < п, а при т < п, k^U) = 0; 
/и, — кратность корня знаменателя а,;
(7)
N  
/=1
N — число различных корней D{t,p); kyU) — вычеты для эле­
ментарных дробей — легко осуществить переход к левым частям (5) тео­
ремы 2, либо ее частным случаям — следствиям 1.2—3.2.
Следствие 4.2. Из (5) при воздействии в виде импульса Дирака 
/(/) = 5q(/) получим
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M(t) M(t)
где hf^ {t) — импульсная характеристика системы. 
Из (8) видно, что
( 8)
Яо(?,р)5о(0 = Яі(?,р)Я2(^р)бо(0 = Я,(?,р>(4
где i{f) = Я 2(/, p)So(/) — произвольное возбуждение системы, в том числе 
получаемое, например, из следствий 1.1—4.1, т. е. функция воздействия 
может быть замещена соответствующей импульсной характеристикой 
hę^ it) из набора этих функций. Переходная характеристика системы Л|(/)
определяется для H2{t,p) = — ', hi{t) = ho{t)/p.
Р
Приведем ряд иллюстративных примеров.
Пример 1. Для цепи, показанной на рис. 1, определить переходные 
характеристики по току Лі,(?) и напряжению на емкости Л|„ (?), а также
начальное напряжение м (0+).
i ( t y
u m ( t )
R
Л
Рис. 1
Из второго закона Кирхгофа при нулевых начальных условиях получим
/(() . f
2 ^ 1 L -5,(0 = Яо(/>)м(05,(0-
Корни знаменателя при общепринятых обозначениях составляют:
Si2 = -a±^|a^У^^УÓf■; ^  = Ц )^  = 1/(^С)
Для колебательного режима, например а<соо. Пусть введено обо­
значение:
®а = Si 2 = - а  ± усо„.
Таким образом, из следствия 3.1:
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Кі^) = iif]
_  J __________1________ о ^
u{t)=ь^{t)=^^ Z, (^ м -а)^ +  (о^ ** -^ Шо
е sin ю
«с(0 = -^ '(О ;
К ,  ="c(d^,)^ą^= ^о(0CLp {р + а.У + (о„
/7 + 2а
р {р + а-У + аУ
5о(0 =
1 -  - —  (со„ cos (nJ + а sin ю„і)
co„
5 ,й  „ , ( , ) .
2 i\ 1 ’
T. e. «i(0+) = «(0+)-
Результат полезно сравнить с выводами, представленными в [3]. 
Пример 2. Примем, что некоторая техническая система описывается 
уравнением (для свободной составляющей)
где
—  М св(0 +  ю 1в(со/)И ев(0  =  о ,at
М  (О = C0tg((0/)  со = const.
Согласно (7), при i = J = l = mp, s = l Н^{і,р) = 
i (^t)
5q(0
p + M {t)'
откуда
u^ {^t) = Ae 8i(0 = = ^ cos(co05i(Oj где A=1 — интерес­
ный случай возникновения колебаний в системе первого порядка.
Пример 3. Гипотетическая цепь с оператором Хевисайда. Согласно
(7),
H,{t,p) = 1 1 / 1  1 ч■(-------7 + ----- т)-{р + \ ){р -У )  + р + \ р - У '
Здесь а, =1; 02 = -У. Переходная характеристика составит
.3 Л
■е  ^+е^
Заметим, что изображение по Лапласу для второго члена не существует. 
Примечание: В случае т-кратного корня аДг) из (5) и (7) следует
а/(О
1
а,-(О
<е  ^ I lit)
г V л'”а,/
Р^-±-у
5i(0, (9)
ЧТО при £ = 1, а/(/)= а/ согласуется с результатами следствия 3.1.
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На базе операторов Хевисайда можно получить ряд теорем, анало­
гичных теоремам операционного исчисления (преобразований Лапласа), 
при этом еще раз подчеркнем, что обратное преобразование Лапласа 
здесь не используется, а также и вопросы сходимости несобственных 
интегралов.
Теорема 3. Дифференцирование по /?-параметру (оператору). В со­
ответствии с (5), продифференцировав X раз (а. > О) левые и правые 
части, найдем
dp
M(t) M{t)
dp^
■Hr t,P + — V
,
{/(ф,(/)}. (10)
Рассмотрим третью группу слагаемых в (7). На основании (4)
dp
^Sq(0
Щ ) M{t)
р ^ ^
у
M(t)
= -te 5i(0-
Повторяя данную процедуру X раз, установим, что
Xdp
§о(0
M{t)
р + — ч~ „8 - 1
M(t)
вывод, аналогичный соответствующей теореме дифференцирования в 
частотной области S. На основе последней формулы несложно устано­
вить еще несколько полезных результатов-следствий.
Следствие 1.3. Сформулируем результат для простейшего случая
= a t , где а — постоянный коэффициент (е = 1),
Р d t
Следствие 2.3.
- р
dp.
=
/7 + а
^d_ 
\d t j
-at 5,(4
Следствие 3.3.
dt
-at 5,W- — A Wdp ) p + a
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Следствие 4.3. На основании представления (7) при — МД/) = а// и
Р
результатов следствий теоремы 3 можно получить, обобщая (10):
dp^
•ЯoW = ( - l ^ ’
т -п N  /и,-
/=0 /=1 у=1
(j-\ л
е
^^ =0 J
(И)
Здесь c/ę — некоторые постоянные интегрирования, определяемые из 
начальных условий, что соответствует u{t) = ^св(0-
Теорема 4. Операция дифференцирования во временной области. 
Ранее в соотношении (2) были приняты нулевые начальные условия. 
Снимем это ограничение и получим
—  = f + CqSi {() = J u(t)dt + Cq5j (r),
где Co — начальное значение. 
Другими словами
^  5, (О +Co5i{t)= J u{t)dt + CqS, (/).
Рассмотрим дифференциальное уравнение pu{t) = i{t), откуда
Отсюда
«(Фі(0 = — Si(0 + "o§i(0; Со=Ио- 
р
*(ф|(0 = М Ф і(0 -  Р«о5і W = Р«(Ф і(0-
При повторном дифференцировании обеих частей последнего урав­
нения найдем
р[рй(Ф і(0- «о§о(^)]- «о8о(0 = Р«о§о(0- =
= МФі(0-^о8о(0-
Обобщение на случай л-производной приведет к
Р"“ (Фі W -  Р”" ‘«о5о w  -  P"“^«oSo(/) - . . .  -  м^ ”” '^5о(0 =
( 12)
= Р"‘^'о8о(0- -  -
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Из соотношения (12) следуют известные схемы замещения L и 
С элементов с учетом ненулевых начальных условий в операторном 
методе:
"с(Фі(0 = + мЛО_)5,(0 = - ^ 8 , ( / )  + мД0_)б,(г>
Сри, (ф і {t) -  Сщ(0_ )5о(/) = ic(Фі [t\
«і(Фі(0 = + 'х(О-)5і(0 = - ^ S , ( 0 +  /і(0_)5і(/)
L i = Мл(Фі(4
На рис. 2а представлены схемы замещения для постоянных парамет­
ров L и С при введении операторных сопротивлений и и прово­
димостей Yi и Y^ .
Наряду с традиционными R, L и С элементами (линейными, не­
линейными и параметрическими) в последний период нашли распро­
странение и элементы высшего порядка, определяемые операторным
соотношением АМ » /И')). где а и р  — положительные и отрица­
тельные целые числа [5]. Данные элементы оказались необходимыми 
при синтезе и реализации некоторых цепей, системном моделировании, 
устранении тупиковых точек и состояний цепей, выходящих за рамки 
принятых моделей и в других случаях. В качестве примера рассмотрим 
линейную частотно-зависимую емкость:
p^u{t) = kp’^ i{t\u{t) =
(а -  р) = -  5, -  1, 3, 7,...; Z ,(> ) = -y W “-P)
(а -  Р = -1 — соответствует обычной емкости С = 1Д ).
Пример 4. Построить схему замещения частотно-зависимой емкости 
при ненулевых начальных условиях и (а -  р) = 3. Ясно, что
Ф)5і(0 = - ^ И Ф ,( 0  + - /^(О_)5о(0 + -^2-//(О.)5о(0 + - ^ - ^ 6 о(0=^кр Р р^ р^
^  ycoC(co)t/„ = /„ , где С(й) =
/:со
Схема замещения показана на рис. 26. Очевидна и возможность по­
строения схемы замещения в виде последовательного соединения эле­
ментов.
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с  „  a m t )  с  a m t )  
/ ---------II------------->-/ =» / ------^  I— 0 —
йЛО.)
a t)s A t)^ —II--- ---^
€> ■
KiO.)Soit)
L h i m t )
--------^х= >
h ( 0 -)
У ^= у-  іЛ 'Ш і)Lp
Ф .У ,{ ! )  
Ф Ш )
z ,  =4> Ll^(p_)s,(l)
Рис. 2
Теорема 5. Операция интегрирования во временной области. 
Применим (12) к следующему тождеству;
f t
= i{ tU t)
или
f  / ( / ) 5 , ( Г ) Л  =  - ^ 5 , ( 0  +  І - М ! )  . 
п Р Р
Здесь /о * “  начальное значение первообразной.
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При повторном интегрировании получим
f t  t
Vo о
= '(Ф і(4
т. е.
00 Р Р
В случае л-кратного интегрирования
"  ' _ iit)
0 0 о Р / = 1 Р
(13)
Результаты теорем (4) и (5) можно успешно использовать при реше­
нии интегродифференциальных уравнений.
В заключение рассмотрим пример анализа нелинейной электротехни­
ческой системы.
Пример 5. Включение двигателя постоянного тока под действие по­
стоянного напряжения №і(^) и момент сопротивления (рис. 3). Оп­
ределить со(/) = f{ug{t))\ со(/) — угловая скорость вала; Ug[t) — напряжение 
возбуждения.
/W л Lp
L ,p
к
R.
примем,что e{t) = аФ(г)со(?). Исходная упрощенная система уравнений 
— нелинейная:
Lpi{t)+ Ri{t) + аФ{іУй{і) = 
Jp&{t)+ = лФ(/)г(г^
Lgpigif)+ Rgigit) = Ug{t\
Ф(г)=ф(/Д0)
Здесь J  — момент инерции; а — конструктивный параметр; индекс g 
относится к цепи возбуждения.
Задача в итоге сводится к нелинейной зависимости / ’(со(г),м^ (г))= 0.
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Перейдя к малым приращениям, линеаризуем исходную систему 
уравнений: /(?)= /(,+Д/(/) и gif) = и + М  git), i^t) = ig^ + Ai^t)', Ф(0=
= Фо + A0(t); ю(?) = coq + Аю(^ )
Тогда, опуская малые второго порядка, найдем:
{Lp + і?)д/(/)+ й[ФоДю(/)+ o)o^^(0] = 
JpA(s>if) = й[Ф(,Д/(/)+ /оДф(/')^
{Lgp + R)Aigit) = AUgif)
АФ{і) = bAigif) b = const.
Решая данную систему, получим искомый оператор Хевисайда: 
тт (-\  М О  k jp T + \)-ку R іф .
“ д « , ( 0  ipTg + \)ip^TT  ^+ pT^,,y R g 0 W
_ bcdQ  ^ rp _ Rg , p  _ . p  _ JR
OoRg’  ^ R, R ’ ^"’ Фіа^
Откуда, например, при линейном законе изменения: 
AUgif) = Сой,(/^ Со = const;
Дю(/) = Яо(р)Дм (г)
Ды,(г)=Со/8|(/)= 2
Р
с„8о(/) “ Д)0 + + Ą c“^,
где Д)о, Aqi, Al, А2, А^  — вычеты при соответствующих корнях знаменате-
1ля; ао = О (двухкратный корень); а, = 03,3 = ± -  — •
Нетрудно установить общий вид решения и при переменных
“ і ( 4  “ 2,3(О-
Доказанные теоремы легко переходят в аналогичные теоремы преоб­
разований Лапласа при замене 5 = а + усо [3].
Например, из (5) и (7) при M(t) = а, е = 1 получим
с-“'Яо(/»){с“'/(ф,(0}= ffoiP + “ МФі(0-
Причем, считая воздействие в виде обобщенной экспоненты /(/) = е '^ 
(или в общем случае — комбинацию таких экспонент, т. е. ряд Фурье), 
можно установить, что для отдельных слагаемых в (7):
(д + а)е^' = (р + а)е^' — для множителя р ;
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-а /
 ^4- а р л-а
для элементарной дроби 1
/? + а
Обобщения для Н^{р) приведут к Яо(/? + Яо(^ + т. е.
формальной замене р на s.
Такая далеко идущая аналогия все же не является полной, поскольку 
несобственные интегралы Лапласа требуют дополнительных обоснова­
ний для своей сходимости, в то же время как оператор Хевисайда рас­
сматривается для промежуточного текущего значения t (или в общем
случае — некоторого вектора параметров х ) и фактически идентичен 
лишь «текущему» преобразованию Лапласа. Представление оператора 
Хевисайда в формах
Щ { р ) = 1 { Н М  Щ{р)= Я оЫ  = ^ П ^ о / Ы
/=1 /=1
позволяет решить вопрос о реализации системы в виде каскадного, па­
раллельного и смешанного соединения блоков низших порядков, а так­
же непосредственного моделирования с помощью интеграторов, диффе­
ренциаторов и сумматоров в соответствии с (1) и (2), что широко при­
меняется, например, в технике моделирования нелинейных систем с 
помощью интегралов и ряда Вольтера [4].
В заключении отметим, что «текущие» преобразования Лапласа и 
Фурье, отвечающие заданному оператору Хевисайда и локальной интег­
рируемости широкого класса функций, т. е., например, l{s, t) или
(^уо), t) , могут и не иметь пределов при t со . При этом обратное пре­
образование Лапласа не входит в концепцию получения решения.
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